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Abstract: Many students’ mathematical knowledge is fragmented and they do not
perceive the links between these fragments. A Cognitive Mathematics Education
approach, i.e. an orientation on the thinking processes, gives a chance for change.
We report about the main ideas and the outcome of a curriculum project, in which
the construction of a cognitive mathematical operating system in the pupils ’ heads
is put into the centre of our co nceptual work. Metaphors play an import role in
establishing the system. The aim is that in the beginning of any maths lesson this
operating system boots in pupils minds and organises the connection of the
mathematical knowledge. This hinders fragmentation. We present examples of
pupils” work and analyse how the operating system controls the organising of
mathematical knowledge.
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1. Einleitung: Kognitiv orientierte Mathematikdidaktik

Das mathematische Wissen vieler Schiilerinnen und Schiiler ist fragmentiert. Sie
stellen keine Verbindungen zwischen diesen Fragmenten her, weil diese in ithrem
Kopf nur als einzelne Gedichtniseintrige existieren. Um diesem Missstand abzu-
helfen, haben wir fiir eine Neuorientierung des Mathematikunterrichts postuliert,
dass der Aufbau eines kognitiven mathematischen Betriebssystems in den Kopfen
der Lernenden Vorrang vor der Vermittlung von fragmentiertem und isoliert blei-
bendem mathematischem Sachwissen haben muss. Fiir die intendierte Neuorien-
tierung des Mathematikunterrichtes haben wir den Schwerpunkt von einer
stoffdidaktischen Orientierung zu einer kognitionstheoretischen Fundierung ver-
schoben.

e Das Osnabriicker Curriculum (OC) postuliert, dass der Aufbau eines kognitiven
mathematischen Betriebssystems in den Kopfen der Schiiler Vorrang hat vor der
Vermittlung von fragmentiertem und isoliert bleibendem mathematischem

1) Deutsche Fassung des auf dem 4™ Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education (CERME 4) angenommenen Beitrags The Metaphor "Contracts
to Deal with concepts" as a Structuring Tool in Algebra



Sachwissen. Seine beiden bedeutenden Teile sind der ,,Funktionen-Frame** und
der ,,Vertragswerke-Frame* mit geeigneten angehéngten Prozeduren. Es enthilt
die Entwicklung von dazu geeigneten Lernumgebungen. Ein Ziel ist es, dass zu
Beginn jeder Mathematikstunde dieses Betriebssystem in den Kd&pfen der
Schiilerinnen und Schiiler aufgerufen wird und dieses die Verbindungen des
mathematischen Wissens organisiert. Bei der Konzeption des OC fiir die
Klassen 7 bis 10 des Gymnasiums sind wir dieser Leitlinie gefolgt *.

* Die Unterrichtskultur ist bestimmt durch

— eine Orientierung an den Vorstellungen der Lernenden, wobei die
Beziehungen zwischen externen und internen Repridsentationen besonders
berticksichtigt werden (Kaune, 2001a),

— einen diskursiven Lehr- und Lernstil,

— metakognitives Verhalten von Lehrkriften und Lernenden (Cohors-
Fresenborg & Kaune, 2003; englische Fassung 2001).

Dies alles wird ergdnzt um neue Aufgabenformate, Klassenarbeitsaufgaben und

Textbiicher flir Schiilerinnen und Schiiler.

* Begleitende Grundlagenforschung konzentriert sich auf Begriffsbil-
dungsprozesse, insbesondere
— individuelle Unterschiede in kognitiven Strukturen, pradikatives versus
funktionales Denken (Schwank, 1990; englische Fassung 1993),
— die Rolle von mentalen Modellen und spezifischen Lernumgebungen.

Es stellt sich u.a. die Frage, ob die fiir die Erreichung dieser Verdnderungen not-
wendigen erheblichen Gewichtsverlagerungen — die Inhalte des bisherigen Curri-
culums miissen in etwa 75% der Unterrichtszeit unterrichtet werden — auf Kosten
der Leistung bei der Erreichung der Lernziele des Landescurriculums gehen oder
ob die Investition in den Aufbau des Betriebssystems sich schon nach kurzer Zeit
amortisiert.

Zur Uberpriifung dieser Frage wurde eine Vergleichsstudie mit TIMSS-Instru-
menten durchgefiihrt (Cohors-Fresenborg, Schwippert & Klieme, 2000). Zusam-
menfassend ldsst sich feststellen, dass es durch den Aufbau des o. g. kognitiven
mathematischen Betriebssystems moglich ist, schon am Ende von Klasse 8 die da-
fiir notwendige Unterrichtszeit wieder zu erwirtschaften und noch - auf den
TIMSS-Mafstab bezogen - eine (auf Individualniveau signifikant) bessere Lei-
stungsfahigkeit zu erreichen. Wir werten dies auch als einen Hinweis darauf, dass
die oft beklagte ,,Stofffiille* nicht das Haupthindernis fiir eine Verbesserung des

2) Das OC ist Ergebnis von zwei langjdhrigen Schulversuchen des Niedersdchsischen Kul-
tusministeriums zur Verbesserung des gymnasialen Mathematikunterrichts (Cohors-
Fresenborg, 2001). Fiir eine erste Information auf Englisch verweisen wir auf Cohors-
Fresenborg (1993b) und Cohors-Fresenborg, Schwippert & Klieme (2000).



Mathematikunterrichts ist, sondern die Unterrichtsqualitidt gesteigert werden
muss.

In diesem Papier soll zunichst ein Einblick gegeben werden, wie einer der beiden
Teile des kognitiven Betriebsystems, die ,,Vertragswerke-Metapher”, in den Kop-
fen der Lernenden entwickelt wird mit dem Ziel, dass zukiinftig zu erwerbendes
Wissen nicht fragmentiert gelernt, sondern in ein schon vorhandenes semantisches
Netz eingekniipft wird. Die Metapher ,,Betriebssystem” soll deutlich machen, dass
eine wichtige Aufgabe beim Aufbau eines Wissensnetzes auch in der Organisation
des Zugriffs besteht. Weiter analysieren wir anhand von Fallstudien, welche Rolle
das Betriebssystem bei der Auseinandersetzung von Schiilerinnen und Schiilern
mit Algebra-Aufgaben und Beweisen spielt. Diese Analyse soll auch theoretisch
erklaren, worauf wir die in der o. g. empirischen Studie festgestellte Leistungsstei-
gerung gerade der durchschnittlichen und schwicheren Lernenden zuriickfiihren:
thr Wissen bleibt nicht fragmentiert, sondern der Wissens- zugriff ist organisiert.

2. Die Metapher ,,Vertragswerk” als ein Bestandteil eines kognitiven
mathematischen Betriebssystems

Die von Davis & MacKnight (1979) in die kognitiv orientierte Mathematikdidak-
tik eingefiihrte Beschreibung des mathematischen Schiilerwissens mit den Begrif-
fen ,frame” und ,,procedure” gibt Anlass, nach grundlegenden Frames und
Prozeduren zu suchen. Diese miissen als Teile eines mathematischen kognitiven
Betriebssystems im gymnasialen Anfangsunterricht in den Képfen der Lernenden
aufgebaut und deren Zusammenwirken muss fiir den Lernenden bewusst einge-
fahren werden.

Der ,,Funktionen-Frame” und der ,,Vertragswerke-Frame” sind die wichtigsten
Teile dieses kognitiven mathematischen Betriebssystems. Beide Frames benutzen
den Frame ,,formale Représentation intuitiven Wissens”. Dies setzt bei den unter-
richtenden Lehrkriften eine grundsétzliche Neubewertung des Stellenwerts von
Sprache und Formalisierung im Mathematikunterricht voraus, legitimiert sich je-
doch durch den Zugewinn an Verstehen und Verstindnis. Die Einfiihrung des
,Funktionen-Frame” in Klasse 7 ist dargestellt in Cohors-Fresenborg (1993a,b),
Kaune (1995) und Sjuts (1999a, S. 77-91). Es ist wichtig anzumerken, dass der
,Funktionen-Frame” nicht lediglich ein Knoten von Sachwissen in einem Wis-
sensnetz ist, sondern Teil des kognitiven Betriebssystems, welches den Gebrauch
von Wissen organisiert, kontrolliert und unterstiitzt.

In einem gymnasial verstandenen Mathematikunterricht, der insbesondere auch
Freude an der Theorie und Fahigkeit zu ihrer Benutzung vermitteln soll, ist ein
Verzicht auf ein tiefes Verstindnis der theoretisch-mathematischen Begriffsbil-



dung iiberhaupt nicht denkbar. Der Zugang ergibt sich bei unserem Ansatz miihe-
los durch die Frage, was denn mit den intuitiv vorhandenen mathematischen
Begriffen eigentlich gemeint ist. Es ist klar, dass damit Fragen der Metamathema-
tik, der Begriffsbildung in Axiomensystemen und der Natur von préizisen explizi-
ten Definitionen und Beweisen unverzichtbarer Bestandteil des Unterrichts
werden. Die axiomatische Methode ist ein Mittel, einen (mathematischen) Wis-
sensbestand global zu ordnen, in sich zu sichern und weiter zu entwickeln. Es ist
gelungen, durch die Bereitstellung einer geeigneten Mikrowelt ,,Sdtze aus dem
Wiistensand“ ® (Cohors-Fresenborg, Griep, Kaune & Schwank, 2003) schon
Schiilerinnen und Schiilern in Klasse 8 hierfiir eine auf lange Zeit tragfahige Rah-
menvorstellung zu geben (Frauenknecht, 1993; Sjuts, 1993). Daran anschlieBend
liefert die Mikrowelt ,,Vertragswerke fiir den Umgang mit Zahlen" (Cohors-Fre-
senborg, Kaune & Griep, 1998) einen Frame, welcher das Verstandnis und die
Einsortierung fiir die im Rahmen der iiblichen Schulmathematik notwendigen Be-
griffsbildungen im Bereich von Zahlbereichserweiterungen, Termumformungen,
Gleichungslehre und die Mehodik des Beweisens auf eine einheitliche Grundlage
stellt. Auch die Wahrscheinlichkeitsrechnung (Cohors-Fresenborg, Kaune &
Griep, 1994) passt in diesen Rahmen: Sie ist ein Vertragswerk zum prézisen Re-
den iiber das Ungewisse. So wie in der Computerwelt neue Software mit Hilfe des
Betriebssystems aufgespielt wird, so ermdglicht das von uns konzipierte kognitive
Betriebssystem, dass Schiilerinnen und Schiiler neue mathematische Theorien und
Sichtweisen, wie Zahlbereichserweiterungen und Wahrscheinlichkeitsrechnung,
schon beim Wissenserwerb in ihr vorhandenes Wissensnetz integrieren.

3. Der Nutzen der Metapher ,,Vertragswerk” im Algebraunterricht
3.1 Die Einfithrung der Metapher ,,Vertragswerk” im Unterricht

,, Vertragswerk zum Umgang mit Begriffen” ist im Osnabriicker Curriculum eine
Metapher (im Sinne von Lakoff, 1980) flir den axiomatischen Umgang mit Begrif-
fen. Entgegen dem iiblichen Vorgehen in der deutschsprachigen Mathematikdi-
daktik der sechziger und siebziger Jahre werden in der Unterrichtsreihe ,,Satze aus
dem Wiistensand” Axiomensysteme nicht durch Abstraktion aus vielen Beispie-
len eingefiihrt. Es wird vielmehr eine Rahmengeschichte ,,Vertragswerk zum Bau
von Autobahnen” (Cohors-Fresenborg, Griep, Kaune & Schwank, 2003, S. 33)
benutzt, in der ein Scheich mit einer Baufirma einen Vertrag zum Bau eines Auto-
bahnnetzes abschlief3t. Im Unterricht wird debattiert, was auf Grund dieses Ver-
tragswerks mindestens gebaut werden muss (mathematisch gesprochen, welche
Eigenschaften jedes Modell des Axiomensystems haben muss).

3) Der didaktische Ansatz ist auf Englisch kurz in Cohors-Fresenborg (1987a, S. 268-271)
dargestellt.



Ws wird den Schiilerinnen und Schiilern aullerdem vermittelt, dass der Prozess der
Prazisierung von Begriffen durch Definieren irgendwann bei einer Menge von Be-
griffen enden muss, zu deren Prizisierung andere Werkzeuge nétig sind: Der Be-
deutungsumfang dieser relativ zu den anderen grundlegenden Begriffe gilt als im
Argumentationskontext evident. Eine Reflexion von Syntax und Semantik klart
den Zusammenhang zwischen einem (mathematischen) Objekt, seinem Namen
und einem Zeichen fiir seinen Namen. Sie liefert eine tragfahige Vorstellung darii-
ber, was eine Schreibfigur bedeutet, die die Existenz eines Objekts voraussetzt
(Sjuts, 1999, S. 123). Durch den Aufruf der Metapher ,,Vertragswerk™ wird dazu
intuitiv vorhandenes Wissen der Schiilerinnen und Schiiler iiber die Problematik
der Verwendung von Begriffen in juristischen Vertragen genutzt. Es wird so auch
ein Zugang zum Verstdndnis des Unterschieds zwischen impliziten und expliziten
Definitionen geschaffen. Beweise in einem Vertragswerk dienen dann auch dazu,
sich zu vergewissern, ob die implizite Definition eines Begriffsnetzes durch das
Vertragswerk (Axiomensystem) der Intention entspricht.

Im Folgenden werden wir kurz beschreiben wie der Begriff ,,ganze Zahl” im
Mathematikunterricht der Klasse 8 gemil3 des Osnabriicker Curriculums einge-
fiihrt wird. Dann geben wir zwei Beispiele, eines betrifft lineare Gleichungen (in
Klasse 8), das andere Termumformungen mit Zahlen in Wurzeldarstellung (in
Klasse 9). Bei jedem Beispiel stellen wir erst eine Klassenarbeitsaufgabe vor und
dann dazu passend einige Schiilerlésungen (von Teilaufgaben), die interpretiert
und analysiert werden.

3.2 Die Einfithrung der Metapher ,,Vertragswerk zum Umgang mit Soll
und Haben”

Die Verfiigbarkeit der Metapher ,,Vertragswerk zum Umgang mit Begriffen” er-
laubt ein anderes Vorgehen zur Behandlung der Erweiterung des Zahlbereichs von
natlirlichen zu ganzen Zahlen: Mit einer Bank soll ein Vertrag zum Buchen von
“Soll und Haben” geschlossen werden, der sicherstellt, dass die Bank in jedem Fall
genau so bucht, wie es der Kunde sich vorstellt. Es geht also darum, vorhandenes
intuitives Wissen iiber die Buchungspraxis von Geldinstituten bei der Kontofiih-
rung (das heiBt, iiber das Rechnen mit positiven und negativen Zahlen) zu prézisie-
ren sowie Ein- und Auszahlungsvorginge formal darzustellen. Das Ergebnis ist
ein ,,Vertragswerk zum Umgang mit Soll und Haben*, mathematisch gesprochen
ein Axiomensystem fiir Kommutative Gruppen. Dabei wird auch herausgearbei-
tet, in wieweit das Auszahlen sich als eine Umkehrfunktion zum Einzahlen auffas-
sen lasst. Die sich ergebende Nominaldefinition fiir die Subtraktion wird von den
Schiilern (auch im spiter folgenden Transkript unter 3.3.2) beim Termumformen
als S zitiert.



Da die Schiilerinnen und Schiiler aus der Unterrichtsreihe ,,Sdtze aus dem Wiisten-
sand* bereits umfangreiche Erfahrung mit formalen Darstellungen gewonnen ha-
ben, schlieft dies fiir sie selbstverstindlich auch ein, dass die Endfassung der
Gruppenaxiome in formalisierter Darstellung in der Pradikatenlogik aufgeschrie-
ben wird. Die Schiilerlosungen unter 3.2.2 zeigen, dass die Schiilerinnen und
Schiiler hier kein fragmentiertes Sachwissen sondern eine Kompetenz erworben
haben, die sie von sich aus einsetzen, wenn sie neue Sachverhalte formulieren und
iiber sie argumentieren miissen.

3.3 Anwendungen im Themenbereich ,,Lineare Gleichungen”

Die erarbeiteten Korperaxiome, aufgefasst als ein Vertragswerk zum Rechnen,
stellen ein Werkzeug dar, um Termumformungen zu legitimieren. Zum Ldsen von
linearen Gleichungen ist das Vertragswerk um zwei Paragraphen erweitert wor-
den: § R" legitimiert die Addition eines Terms auf beiden Seiten einer Gleichung,
§ R* legitimiert die Multiplikation.

3.3.1 Eine Klassenarbeitsaufgabe

In einer Klasse 8, die seit einem Schuljahr nach dem OC unterrichtet worden ist,
wurde in einer Klassenarbeit folgende Aufgabe gestellt:

Aufgabe: Paula trainiert das Losen von linearen Gleichungen am Beispiel:

1,25y-0,5-(1+0,5)+2,5=-425-0,5-(»—-0,5)+0,5y
Nach einer Reihe von Aquivalenzumformungen hat sie diese Gleichung vereinfacht zu:

v+2 =-4. Mit folgendem Kommentar gibt sie auf: "Ich muss einen Fehler gemacht
haben. Solche Gleichungen hatten wir noch nie. Hier kommt man nur weiter, wenn
man einen Paragraphen R~ benutzn darf.”

a) Uberpriife, ob Paula ein Fehler unterlaufen ist.
b) Formuliere einen Paragraphen R~ in Paulas Sinn.

c) Was wiirdest du ihr antworten?

Die Aufgabe ist typisch fiir das OC und die dort praktizierte andere Aufgabenkul-
tur (vgl. Kaune, 2001b): Die Schiiler werden angeregt, iiber ihre und die Vorstel-
lungen ihrer Mitschiiler zu reflektieren und sich dann schriftlich zu du3ern. Solche
metakognitiven Aktivitdten bereiten auch metamathematische Einsichten vor.

Zur Losung des Aufgabenteils a sind Termumformungen vorzunehmen und mit
den Paragraphen zu legitimieren. Beim Aufgabenteil b ist zunédchst die konkrete
Situation in einem allgemeineren Licht zu analysieren und dann die gewonnene
Erkenntnis allgemein als mathematischer Satz (Paragraph) zu formulieren. Gefor-
dert ist also die Generierung von universell verwendbarem neuem Wissen. Mathe-



matisch handelt es sich um das Erfinden eines neuen Satzes. Beim Aufgabenteil c

geht es auch darum, den Stellenwert dieses Satzes im bisherigen Vertragswerk zu
diskutieren.

3.3.2 Schiilerlosungen
Aufgabenteil b

Tanja: SR /\/b\/\/d\a+b:c<:>a+b—d:c—d
Henrik: SR /\/b\/\ a=b&sa—-c=b-c
Frank: SR /\/b\/\ a=b< a+(—c)=b+(—c)

Aufgabenteil ¢
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3.3.3 Interpretation

Alle drei Schiilerlosungen sind als korrekt zu bewerten, dennoch gibt es Qualitéts-
unterschiede hinsichtlich der Tiefe des Verstindnisses. Tanja orientiert sich mit
ihrer Formalisierung sehr an der Termstruktur des Beispiels. Sie geht von Termen
in Summenform aus, 16st aber allgemein das Problem der Subtraktion eines belie-
bigen Terms. In ihrer Argumentation zeigt sie auBerdem, dass man das Problem
ohne die Benutzung eines neuen Satzes 16sen kann. Das fassen wir als eine Vor-
form eines Beweises fiir ihren Satz auf. Henrik gibt eine allgemeine Losung an und
begriindet, warum dieser neue Satz aus dem bisherigen Vertragswerk beweisbar
ist. Frank gibt die allgemeine Losung unter einem Namen und in einer Darstellung
an, die dem Leser sofort auch die Beweisidee liefert. In seiner Argumentation
macht er dariiber hinaus auch deutlich, welchen Nutzen fiir ihn die Metapher ,,Soll
und Haben” zum Verstidndnis hat.



3.4 Anwendungen im Themenbereich ,,Termumformungen mit Zahlen in
Wurzeldarstellung”

Im OC werden alle Termumformungsregeln in der im vorigen Abschnitt doku-
mentierten Art behandelt. Die Trennung von Syntax und Semantik als Gegenstand
des Osnabriicker Curriculums erlaubt es einmal, Sachverhalte in Axiomensystem
zu beweisen und dann auf verschiedene Interpretationen anzuwenden. Zum ande-
ren erlaubt sie mit den Schiilern die Diskussion des Problems, inwieweit gewisse
, Terme” einen Sinn ergeben bzw. nur Bedeutung vortauschen und deshalb nur so
aussehen, als ob sie Terme seien.

3.4.1 Eine Klassenarbeitsaufgabe

In einer Klasse 9, die seit zwei Schuljahren nach dem Osnabriicker Curriculum un-
terrichtet worden ist, wurde in einer Klassenarbeit folgende Aufgabe gestellt.

Aufgabe:
Vier Schiilerinnen diskutieren die Losung folgender Aufgabe:

Vereinfache, sofern moglich, den folgenden Term: \/ J18 —45 \/ J18 +45.

Silke: ,, Zuerst habe ich geglaubt, das Ergebnis geht nicht. Aber jetzt weif ich, es muss
—J2,25 herauskommen und das ist —1,5. "

Eva: ,,Das kann nicht sein, denn das Ergebnis ist syntaktisch falsch.

3

Micha. ,, Nicht nur das Ergebnis, auch die erste Zeile muss falsch sein. *

Ariane: ,,Jede Zeile ist falsch. Ich glaube, wir hdtten gar nicht erst losrechnen
diirfen...

a) Welcher Aufierung von Silke stimmst du zu?
b) Warum meint Eva, dass das Ergebnis syntaktisch falsch sei?
c) Stimmst du Micha zu?

d) Bewerte Arianes AufSerung.

Auch diese Aufgabe ist typisch fiir das OC und die dort praktizierte andere Aufga-
benkultur. In Kaune (2001b, S. 44) sind die Konstruktionsprinzipien und die in-
tendierten Wirkungen solcher Aufgaben dargelegt.

Im Aufgabenteil a ist ein typischer Schiiler angesprochen. Teil b dient auch dazu,
den Focus der Schiilerinnen und Schiiler auf das Problem der Sinnleere gewisser
formaler Schreibfiguren zu lenken. Die Aufgabenteile ¢ und d sollen die Lernen-
den dazu anleiten, genauer dariiber zu reflektieren, wo das Problem liegt.



3.4.2 Schiilerlosungen

Aufgabenteil a
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Marion:

MO dorf Chon Iaicchnen , aemn moan
SighA §a idt oud A€o, dan> oletr
Te™ owauﬁm open 15t . Do MerhA
mow et , nGnden movn TuencliC De -
tCUhnet ot .

3.4.3 Interpretation

Markus macht in seiner Rechnung zu Teil a am Ende vermutlich zwei Fehler. Das
falsche Resultat erlaubt ihm aber doch, die Aufgabe im Sinne der Aufgabenstel-
lung weiter zu bearbeiten. Mit seiner Formulierung ,,Die Aufgabe ist syntaktisch
falsch.* kniipft er an sein Wissen aus dem Mathematikunterricht an (vgl. Co-
hors-Fresenborg, Griep, Kaune & Schwank, 2003, S. 51): Da es kein Objekt mit
der benannten Eigenschaft gibt, ist der Zugriff mit einem Kennzeichnungsopera-
tor, wie er in der Definition der Wurzelfunktion benutzt wird, nicht erlaubt. Des-
halb verwendet er die Formulierung ,,syntaktisch falsch®.

Die Problematik, in wieweit durch den vermeintlichen Wurzelterm eine Bedeu-
tung und damit ein Name (fiir eine Zahl) gegeben ist, wird noch deutlicher von Jut-
ta angesprochen.

Marion begriindet, dass der Syntaxfehler der letzten Zeile schon in der ersten vor-
handen gewesen sein muss. Die Sichtweise des Rechnens als Anwendung von Pa-
ragraphen eines Vertragswerkes wird in threr Argumentation besonders deutlich.

Wihrend Markus und Marion glauben, dass man ,,Josrechnen” durfte, sieht Jutta,
dass man eigentlich nicht hitte rechnen diirfen, aber man diese Erkenntnis jedoch
nur gewinnen konnte, nachdem gerechnet hatte. Jutta hat eine bemerkenswertes
Verstiandnis des Argumentationsmusters indirekter Beweise.

4. Zusammenfassung

Wir haben in diesem Papier aufgezeigt, wie man der oft beklagten Fragmentierung
des mathematischen Wissens der Schiilerinnen und Schiiler entgegenwirken kann
: mit dem Aufbau eines kognitiven mathematischen Betriebssystems in den Kop-
fen der Lernenden innerhalb der Klassen 7 und 8. Dessen zwei Bestandteile
“Funktionen-Frame” und ‘“Vertragswerke-Frame” bringen wesentliche Inhalte



14

und Methoden der Schulmathematik zusammen. Wir haben dargelegt, wie Rech-
nen, Termumformungen, Definieren und Beweisen miteinander verzahnt sind.
Auch Schiilerinnen und Schiiler verfiigen liber die Einsicht, wie folgender Dialog
in einer Klasse 10 zeigt:

Lehrer: Was muss man konnen, wenn man beweisen will?

Clemens: Ja, das wichtigste ist, denk’ ich mal, dass man das Vertragswerk draufhat, da-
mit man auch weil}, von vornherein, was man machen darf, und was man nicht
machen darf.

Lehrer: Ist Beweisen denn schwieriger als Rechnen?

John: Wenn man jetzt da ‘n normalen Term stehen hitte, dann miisste, konnte man
das ja auch nicht anders machen, als jetzt. Man miisste das ja auch irgendwo
herholen, sein Wissen aus dem Vertragswerken. Und das wér’ auch nichts an-
deres als das mit den Variablen [gemeint ist die Darstellung von Termumfor-
mungsregeln mit Variablen].
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